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Tato bakalářská práce se zabývá tvorbou modelu nepravidelné struktury kera-
mické pěny pro účely MKP simulací. Cílem je nahrazení složité struktury otevřené
pěny pomocí nosníkových prvků, umožňujících provádět MKP analýzy na mnohem
větších objemech pěny, než umožňují realistické modely pěn tvořené objemovými
prvky. V této práci je technika vytváření modelu pěny založena na Voroného tese-
laci a umožňuje volbu různé (ne)pravidelnosti struktury. Navržené zkrojové kódy
generují přímo data modelu ve formě jazyka APDL pro MKP systém Ansys.
V první části práce je popsáno několik metod dělení prostoru a způsoby nahra-
zení reálné pěnové struktury zjednodušujícím “drátěným” modelem. Druhá část
definuje Voroného teselaci (diagram) jako klíčovou techniku pro vytvoření modelu
pěny a popisuje algoritmy k jeho sestrojení. Další část práce pojednává o mož-
nostech využití různých softwarů a knihoven, věnuje se vytvoření vlastního kódu
v programu Matlab a způsobu přenosu dat modelu do systému Ansys. V závěrečné
části práce je demonstrována funkčnost vytvořeného modelu na několika MKP si-
mulacích, studujících odezvu keramické pěny na vnější mechanické zatížení při
různých nepravidelnostech struktury.
Abstract
This bachelor thesis deals with construction of ceramic foam model with various
levels of (ir)regularity for finite element simulations in Ansys. The main objective
is to substitute the complex structure of the open cell foam using the beam ele-
ments, enabling to perform FE analysis on much larger volumes of foams than the
realistic foam models composed of solid elements. In this work, the technique of
the model creation is based on the Voronoi tessellation and enables choice of ar-
bitrary (ir)regularity of the modelled structure. The created source codes generate
the model data directly in the syntax of APDL language for FEM system Ansys.
The first part of the work describes several methods of the space partitioning
and methods for substitution of the real foam structure by simplified “wire” model.
The second part defines the Voronoi tessellation (diagram) as a key technique for
creation of the foam model and describes its algorithms. The next part of the work
deals with possibilities and utilizations of various software and libraries, describes
creation of the own code in mathematical software Matlab and way how to transfer
the model data into the system Ansys. The last part of the work demonstrates
functionality of the created model on several FEM simulations, studying response
of the ceramic foam on the external mechanical loading, upon consideration of
various levels of the foam structure irregularity.
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1 Úvod
Pro keramické pěny existuje zajímavé uplatnění v rozličných oblastech. Od vyso-
koteplotních aplikací, přes odlehčené konstrukce, až po medicínské využití.
V minulém století se začalo využívat pěn také jako izolantů. V případě pou-
žití oxidu hlinitého Al2O3 představují alternativu pro lidem nebezpečný azbest,
z důvodu odolnosti vůči vysokým teplotám, nízké hmotnosti (dosažené díky pó-
rovitosti až kolem 95% objemu konstrukce) a bezpečnosti pro lidské plíce (neboť
pěny nejsou tvořeny z pevných mikroskopických vláken).[2]
V lékařství se keramické pěny mohou uplatnit díky biokompatibilitě, osteokon-
duktivitě1 a osteoproduktivitě2 jako náhrada spongiózy (houbovité kostní tkáně
tvořené kostními trámečky). Příkladem je použití bioskla a materiálů na něm za-
ložených, které jsou využívány například při vážných zraněních nebo zhoubných
kostních nádorech.
Obrázek 1: Detail struktury biovlákna 45S5 Bioglass R○ (převzato z [4])
Před finální aplikací je ovšem nezbytné ověřit si vlastnosti pěny a zejména její
mechanickou únosnost. To lze buď experimentem na zkušebním vzorku nebo s po-
mocí metody konečných prvků analýzou plného 3D modelu, získaného zpracováním
CT3 snímků reálného vzorku.
Nicméně taková analýza je velice hardwarově náročná a prakticky nepoužitelná
pro velké vzorky nebo větší objemy pěnové struktury. Z toho důvodu je vhodné
použít zjednodušující řešení. Nahradíme-li například objem skutečné pěny pru-
1Osteokonduktivita je schopnost vazby na kost a stimulace tvorby nové kostní tkáně.
2Osteoproduktivita je schopnost vázat se jak na kost tak i měkkou tkáň.
3angl. Computed Tomography = Výpočetní tomografie je radiologická vyšetřovací metoda.
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tovými elementy, lze s poměrně nízkou hardwarovou náročností provést MKP4
výpočty i na řádově větších modelech.
Jelikož reálná keramická pěna nemá pravidelnou strukturu, je nezbytné jistou
míru nepravidelnosti zavést rovněž do jejího modelu, aby bylo zaručeno správné
modelování jeho odezvy na vnější zatížení. Toto lze simulovat pseudonáhodým
rozmístěním jader jednotlivých buněk a vytvořením jejich sítě nějakou formou
dělení prostoru.
2 Dělení roviny a prostoru
Podíváme-li se blíže na živou přírodu, nalezneme zde vzory, posloupnosti a pra-
videlnost. Typickým příkladem může být dodržování tzv. zlatého řezu, kde hraje
klíčovou roli poměr 𝜙 ≈ 1,618. Jeho projevem je například uspořádání semen šišek
nebo slunečnic či tvar schránek plžů.
Obrázek 2: Sněhová vločka5 Obrázek 3: Včelí plástev6
Dalším zajímavým vzorem jsou sněhové vločky, dodržující středovou symetrii
a jejich jednotlivé ledové krystalky jsou často uspořádány do šesterečné krystalové
mřížky. Včely se při stavbě svých pláství snaží dodržovat šestiúhelníkový tvar
voskových buněk, neboť tímto způsobem spotřebují nejmnožství materiálu.
Lidstvo se těmito přirozenými obrazci inspiruje už od časů Sumerského králov-
ství 4000 př.n.l., odkud se dochovaly první geometrické dekorativní motivy. Dodnes
se hojně využívá pravidelných, případně periodicky se opakujících vzorů, které roz-
dělují plochu na geometrické tvary. Tomuto se říká teselace nebo také dláždění či
mozaikování.
2.1 Teselace
Vyplnění roviny geometrickými objekty se nazývá teselace. Mězi těmito objekty
není žádná mezera ani se nepřekrývají. Teselace se nazývá pravidelná, jestliže její
vzor má jeden opakující se tvar, polopravidelná pokud se periodicky opakuje více






Dělení roviny na oblasti vytvářením hran na polorovinách, v ekvivalentní vzdá-
lenosti mezi párem bodů, se nazývá Voroného teselace. Množina těchto hran se
nazývá Voroného diagram. V roce 1907 ji ruský matematik Georgij Feodosjevič
Voronoj (1868—1908) rozšířil do vyšších dimenzí a proto nese jeho jméno. Plocha
je rozdělena na konvexní mnohoúhelníky, které náleží bodům (někdy nazývány já-
dra), přičemž jakékoliv místo v daném mnohoúhelníku je svému jádru blíže, než
kterémukoliv jinému jádru.
Voroného diagram se uplatňuje v mnoha oblastech. Příkladem je například
plánování cesty robota, zastávek metra či rozmístění pošt nebo prodejen tak, aby
pokrytí bylo optimální a nedocházelo ke zbytečné konkurenci dvou institucí/spo-
lečností v oblasti. Podrobněji je tato metoda popsána ve třetí kapitole.
2.1.2 Deloneho triangulace
Deloneho riangulace množiny bodů je rozdělení konvexní plochy tvořené těmito
body na trojúhelníky. V případě 3D jde o dělení objemu na tetraedry. Vrcholy
trojúhelníků tvoří body množiny, které splňují podmínku, že kruh jim opsaný
neobsahuje žádný další bod. Tato triangulace je pojmenována po Borisi Nikolaviči
Delonem (1890—1980) a jde o duální graf Voroného diagramu.
Obrázek 4: Deloneho triangulace (černě) a Voroného diagram (červeně)7
2.2 Kelvinův problém
Cílem problému, který v roce 1887 zformuloval fyzik lord Kelvin8, je zjištění, jak
lze rozdělit trojrozměrný prostor na buňky stejného objemu tak, aby plocha mezi
nimi byla co nejmenší, neboli jaká pěna je podle něj nejefektivnější.
2.2.1 Kelvinova struktura
Lord Kelvin přišel s řešením[6], kterým je struktura založená na mnohostěnu vy-
tvořeným například ořezem rohů pravidelného osmistěnu, což vede na čtrnáctistěn,
kterému se říká Kelvinova buňka. Takovou buňku lze vytvořit například Voroného
7Zdroj: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/56/Delaunay_
Voronoi.svg/1024px-Delaunay_Voronoi.svg.png
8Vlastním jménem William Thomson (1824—1907)
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teselací bodů, které jsou rozmístěny jako v krystalické mřížce BCC9. Tato struk-
tura je potom plně symetrická.
Obrázek 5: Kelvinova struktura10
2.2.2 Weaireho-Phelaova struktura
Kelvinova struktura byla dlouho považována za řešení Kelvinova problému. Až
v roce 1993 fyzik Denis Weaire a Robert Phelan dokázali[7], že struktura využíva-
jící dva typy buněk (pyritoedr a zkosený šestistěnný trapezoedr) má o 0,3% menší
plochu. Protože je pro testování keramické pěny velikost plochy nepodstatná, není
tato struktura použita na tvorbu 3D modelu na úkor struktury Kelvinovy, z dů-
vodu podstatně složitějšího generování.
Obrázek 6: Weaireho-Phelaova struktura11
3 Voroného diagram
Za předpokladu, že je dána konečná množina alespoň dvou bodů v rovině které
zároveň nejsou stejnolehlé, můžeme každé místo na rovině přiřadit nejbližšímu
bodu z dané množiny, čímž vzniká jemu příslušná oblast. Jestliže místo v rovině
je stejně vzdáleno od dvou nebo více bodů, tvoří hranice oblastí, kterým říkáme
Voroného hrany.






Obrázek 7: Voroného diagram (převzato z [1]
3.1 Voroného diagram v rovině
3.1.1 Slovní definice
Mějme konečný počet bodů 𝑛 v Euklidovské rovině. Za předpokladu že 2 ≤ n <
∞ můžeme sestrojit voroného diagram v rovině. Těchto 𝑛 bodů je značeno jako
𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 s kartézskými souřadnicemi [𝑥11, 𝑥12], . . . , [𝑥𝑛1, 𝑥𝑛1]. Nechť je 𝑝 libovolný
bod v Euklidovské rovině se souřadnicemi [𝑥1, 𝑥2], potom je Euklidovská vzálenost
mezi 𝑝 a 𝑝𝑖 dána vztahem 𝑑(𝑝, 𝑝𝑖) =‖𝑥− 𝑥𝑖‖ =
√︁
(𝑥1 − 𝑥𝑖1)2 + (𝑥2 − 𝑥𝑖2)2. Pokud
je 𝑝𝑖 nejbližší nebo jeden z nejbližších bodů od 𝑝, potom platí relace ‖𝑥− 𝑥𝑖‖ ≤⃦⃦⃦
𝑥− 𝑥𝑗
⃦⃦⃦
a bod 𝑝 náleží 𝑝𝑖.[1]
3.1.2 Matematická definice
Nechť 𝑃 = {𝑝1, . . . , 𝑝𝑛} ⊂ R2, kde 2 ≤ n < ∞ a 𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗 pro 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑛.
Oblast, která je dána




pro 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑛} (1)
se nazývá prostý Voroného mnohoúhelník. Ten může být otevřený nebo uzavřený.
Jejich množina dána
𝒱 = {𝑉 (𝑝1), . . . , 𝑉 (𝑝𝑛)} (2)
je prostý rovinný Voroného diagram generovaný množinou 𝑃 .
Obrázek 8: Rovinný Voroného diagram
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3.1.3 Definice polorovinami
Prostý Voroného diagram se skládá z mnohoúhelníků. Přímka, která je kolmá na
spojnici dvou diagram generujících bodů a půlí ji se nazývá bisektor mězi 𝑝𝑖 a 𝑝𝑗
a zapisujeme ho jako 𝑏(𝑝𝑖, 𝑝𝑗)
𝑏(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) =
{︂




𝑗 ̸= 𝑖 (3)
Bisektor rozděluje rovinu na dvě poloroviny a dává
𝐻(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) =
{︂




𝑗 ̸= 𝑖 (4)
Tomuto se říká oblast dominance 𝑝𝑖 nad 𝑝𝑗. Protože bod je dominantní v určité
vzálenosti vertikálně, horizontálně i diagonálně, průnikem těchto dominancí dosta-





Jejich množina dává prostý Voroného diagram generovaný 𝑃
𝒱 = {𝑉 (𝑝1), . . . , 𝑉 (𝑝𝑛)} (6)
3.2 Voroného diagram v prostoru
Pro definici v m–rozměrném Euklidovském prostoru vyjdeme z rovnice (5).
𝑉 (𝑝𝑖) =
{︂




𝑗 ̸= 𝑖 = ⋂︁
𝑗∈𝐼𝑛(𝑖)
𝐻(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) (7)
Oblast 𝑉 (𝑝𝑖) se nazývám–rozměrný prostý Voroného mnohostněn náležící 𝑝𝑖 a mno-
žina tvoří m–rozměrný prostý Voroného diagram. Voroného mnohoúhelníky nebo
mnohostěny se také označují jako Voroného buňky.
3.3 Algoritmy
3.3.1 Přírůstkový algoritmus
Spočívá v postupném vytváření Voroného diagramu. Postupně se přidávají další
body, pro které se spočítají nové hrany vůči existujícím jádrům a poté se nově
vzniklý Voroného mnohoúhleník začlení do stávajícího diagramu a proces se opa-
kuje. Algoritmus je poměrně jednoduchý, ovšem dosahuje nejhorších časů.
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Obrázek 9: Přírůstkový algoritmus (převzato z [5])
3.3.2 Algoritmus rozděl a panuj
U tohoto algoritmu na začátku existuje množina bodů v rovině. Ta se rozdělí na
dvě přibližně stejně velké poloviny a pro každou se vypočítá Voroného diagram
zvlášť. Z toho důvodu se budou diagramy vzájemně překrývat, přičemž mezi nimi
bude existovat lomená čára, která je platná pro obě podmnožiny. Tato čára se
následně vypočítá a Voroného diagramy podmnožin jsou čárou ořezány a spojeny.
Obrázek 10: Algoritmus rozděl a panuj (převzato z [5])
3.3.3 Fortunův zametací algoritmus
Tento algoritmus se v literatuře vyskytuje častěji než dva předcházející a bývá
více implementován, protože postrádá jejich nevýhody, kterými jsou obtížná im-
plementace a netriviální slučování. Algoritmus Stevena Fortuna je dle svého tvůrce
srovnatelně obtížný na implementaci s přírůstkovým algoritmem, ale vyhne se ob-
tížnému slučování.[3] Časová náročnost v nejhorším případě je ekvivalentní algo-
ritmu rozděl a panuj.
Jde o metodu horizontální zametací přímky12, která se pohybuje po rovině
a body kterými projde zařadí do diagramu a stanou se ohnisky parabol. Za za-
metací přímkou následuje příbojová vlna13, která je tvořena úseky parabol, repre-
zentujích množinu bodů, které jsou stejně vzdáleny od bodu na zametací přímce
a bodu nalevo od ní. S postupem zametací přímky následují průsečíky dvou para-




Obrázek 11: Fortunův zametací algoritmus14
4 Generování struktury
Algoritmus řešení znázorňuje následující diagram, jeho podstatné části budou po-




























Když bychom generovali body zcela náhodně může dojít k situaci, že se budou
někde shlukovat, což by mohl vést na vytvoření nerealistické struktury. Chceme-li
vytvořit strukturu do určité míry nahodilou, ale zároveň i jistým způsobem pra-
videlnou, je třeba použít nějaký kontrolní mechanismus. Pokud ovládáme velikost
buňky, pak při nejtěsnějším uspořádání bude mezi body určitá nejmenší vzdále-
nost, při které bude dosaženo maximálního zaplnění prostoru.
4.1.1 Minimální vzdálenost
Pro rovinný případ bude považována za výchozí strukturu teselace plochy šesti-
úhelníky, které vzniknou jako Voroného diagram ze středů kružnic vyplňujících
rovinu nejhustějším uspořádáním, tak je patrné z obrázku 13.
Obrázek 13: Nejtěsnější uspořádání kruhů15
László Fejes Tóth dokázal, že při toto uspořádání je nejtěsnější a prostor je
vyplněn v poměru 𝜋√12 ≈ 0,9068. Jestliže 𝑛 je počet kruhů, které se vlezou do
obdelníkové plochy 𝑆, potom minimální vzádelnost si lze odvodit takto:
𝑛 · 𝑆∘
𝑆
= 𝑛 · 𝜋 · 𝑑
2






3 · 𝑛 (8)
Pro trojrozměrné simulace je použita Kelvinova buňka (zkosený osmistěn),
který vznikne Voroného teselací středů sfér, uspořádaných do BCC mřížky.










8 ≈ 0,6802 a analogicky s předchozím zjistíme vztah pro nejmenší vzdálenost.
𝑛 je počet sfér v objemu V.
𝑛 · 𝑉 ∘
𝑉
= 𝑛 · 𝜋 · 𝑑
3




4 · 𝑛 ⇒ 𝑑𝑚𝑖𝑛 =
√︃
2 · 𝑆√
3 · 𝑛 (9)
Čím méně pravidelné, tím více může být bod blíže jinému bodu, neboli jejich
minimální vzdálenost se zmenšuje. Nechť je 𝛿 pravidelnost struktury, potom platí
𝑑 = 𝛿 · 𝑑𝑚𝑖𝑛 (10)
S klesající pravidelností se zmenšuje i vzdálenost kolem bodů, do které nesmí být
přidány nové body.
4.1.2 Metoda umisťování bodů s minimálními rozestupy
Touto metodou budou navrhovány náhodné body se souřadnicemi uvnitř testova-
cího vzorku. Před přijetím kandidáta se zkontroluje, zda v minimální vzdálenosti
není již nějaký bod. Pokud by nějaký existoval, kandidát bude zamítnut. Tato
metoda je velmi rychlá, ale při vyšších pravidelnostech má výraznou nevýhodu.
S přibývajícími body se prostor zaplňuje a je problematické nalézt místo, které by
nebylo ve sféře vlivu nějakého bodu.
Obrázek 15: Metoda umisťování – 30% pravidelnost
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Obrázek 16: Metoda umisťování – 75% pravidelnost
Jak lze vidět na těchto dvou grafech, čas pro nalezení kandidáta s vhodnými
souřadnicemi roste exponenciálně a z tohoto důvodu je vhodné mít pro vyšší pra-
videlnost alternativní metodu.
4.1.3 Metoda vychýlení bodů pravidelné struktury
Podstatou je vytvoření 100% pravidelné struktury rozmístěním jader budoucích
buněk na předem daná místa a poté se tyto jádra vychýlí v náhodném směru
o náhodnou vzdálenost reflektující zadanou míru pravidelnosti.
Bod se ze své původní pozice může posunout maximálně o zadanou velikost
buňky, a to nezávisle ve všech třech směrech. Velikost posunutí lze vyjádřit takto
𝑑 = ±1 · (1− pravidelnost) · velikost buňky · 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚(0; 1) (11)
Čím více je struktura pravidelná, tím méně se může bod vychýlit.
a) b)
Obrázek 17: Metoda vychýlení a) 100% b) 85% pravidelnost
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4.2 Návrh řešení pro Voroného diagram
Pro generování samotného Voroného diagramu se nabízí několik možných řešení:
∙ Funkce Matlabu – Matlab má dvě funkce, které vytvoří Voroného diagram.
Pro 2D prostor je to funkce voronoi, která je schopna vykreslit graf, pro 2D
a 3D je to potom funkce voronoin. Tyto funkce nejsou přímou implementací
nějakého z uvedených algoritmů, jejich funkce je zajistit propojení s externí
knihovnou QHull a vrácení výsledků v dále použitelném formátu.
Problematické je následné vytvoření hran Voroného buněk, jelikož pro 3D
není pravděpodobně správně implementována17 funkce convhulln, jejímž úko-
lem je vrácení konvexního mnohostěnu vygenerovaného knihovnou QHull
(k selhání dochází při požadavku na netriangulovaný výstup). Tento způsob
řešení jsem tedy vyhodnotil pro další práci jako nevhodný.
∙ Knihovna QHull18 – Alternativní řešení je napsat si vlastní komunikaci
s touto knihovnou. Po úspěšném naprogramování této komunikace byl překo-
nán problém předchozího řešení, ovšem nevýhodou byla pomalost. Knihovna
totiž musí být volána znovu pro každou Voroného buňku a výsledek v tex-
tovém formátu je potřeba vždy syntakticky analyzovat.
Další nevýhodou je nemožnost přímé aplikace okrajových podmínek, proto by
bylo nezbytné zajistit dodatečnou implementaci algoritmu zajišťující ořezání
hran diagramu na zadané rozměry. Z toho důvodu se tato metoda také jeví
jako nepříliš vhodná.
∙ Grasshopper19 – Pro studenty FSI VUT je dostupná licence na software
Rhinoceros, s nímž se studenti učí pracovat v 1. ročníku bakalářského stu-
dia. Program má doplněk Grasshopper, který na základě bodů a okrajových
podmínek vytvoří kompletní Voroného diagram.
Velkou výhodou je zvládnutí libovolných okrajových podmínek (tedy neje-
nom kvádr, krychle či koule) bez dodatečného programování a tím široký
rozsah použití. Nevýhodou je dostupnost Rhinoceros pouze pro Windows/-
Mac OS, čímž by byli znevýhodněni uživatelé Linuxu. Toto řešení tedy rovněž
nebude použito.
∙ Implementace v Matlabu – Přestože se podařilo napsat Fortuneho al-
goritmus pro 2D, nemohu doporučit implementaci algoritmů pro 3D přímo
v Matlabu, kvůli neideální podpoře pro objektově orientované programování.
Tradiční přístup Matlabu s udržováním proměnných a dat ve vektorech či
maticích je v pořádku, nicméně nedochází k optimální práci s pamětí kvůli
kopírování při předávání parametrů funkcím. Toto řešení tedy nakonec pou-
žito také nebude.
∙ Knihovna Voro++20 – Jedná se o implementaci v C++. Knihovna má
kvalitní podporu pro okrajové podmínky, kvalitní práci s pamětí a rychlost.





Vzhledem k návrhu knihovny ji stačí zavolat jen jednou a je použitelná pro
3D a s malou modifikací i 2D.
Díky výhodám knihovny Voro++ jsem se rozhodl pro její použití. Použití
knihovny v neupravené podobě není vhodné, proto dojde k vytvoření pomocné
aplikace.
4.3 Knihovna Voro++
Pro účely generování byl napsán program využívající knihovny Voro++. Jedná se
o konzolovou aplikaci, která má 4 parametry. První až třetí jsou rozměry vzorku
a čtvrtý je název souboru obsahující souřadnice jader. Dvojrozměrný diagram bude
vznikat ekvivalentním způsobem jako trojrozměrný, ale body budou mít nulovou
souřadnici Z a vzorek bude velmi tenký. Ze vzniklého 3D diagramu se využije pouze





// Počátek souřadnic vzorku
const double x_min = 0;
const double y_min = 0;
const double z_min = 0;
// Rozdělení na výpočtové podoblasti
const int n_x = 10, n_y = 10, n_z = 10;
int main(int argc , char *argv []) {
// Kontrola počtu parametrů
if(argc != 5) {




// Nastavení rozměrů vzorku
const double x_max = atof(argv [1]);
const double y_max = atof(argv [2]);
const double z_max = atof(argv [3]);
// Vytvoření kontejneru
container vzorek(x_min ,x_max ,y_min ,y_max ,z_min ,z_max ,n_x
,n_y ,n_z ,false ,false ,false ,10);
// Načtení souřadnic jader ze souboru
vzorek.import(argv [4]);




Soubor byl zkompilován pomocí Cygwinu, což je kolekce programů se svobod-
ným zdrojovým kódem, které umožňují funkčnost podobnou Linuxovým distri-
bucím na operačním systému Windows a proto vyžaduje některé jeho dynamické
knihovny.
Vstupní soubor musí mít strukturu:
IDjádra SouřadniceX SouřadniceY SouřadniceZ
Výstupem je soubor obsahující shluky souřadnic bodů, které je potřeba pro-
pojit. To obstará metoda třídy, která soubor rozparsuje a vytvoří seznam vrcholů
a seznam spojnic odkazujících se na pořadí vrcholů v seznamu.
4.4 Třída GeneratorStruktury
Pro účely generování struktury byla v Matlabu naprogramována třída Genera-
torStruktury, která na základě zadaných parametrů vygeneruje soubor obsahující
definice keypointů a úseček pro program Ansys, spolu s dodatečnými příkazy za-
jišťujícími automatické přiřazení okrajových podmínek a provedení výpočtu.
4.4.1 Objektově orientované programování v Matlabu
Objektově orientované programování (zkráceně OOP), potažmo třídy a metody
jsou nejvyšší dosažitelnou úrovní abstrakce při programování v Matlabu. OOP je
vhodné pro komplexní projekty, neboť umožňuje snížit lidské chyby při obsluze
dat tím, že funkce (zvané metody) spolu komunikují na základě předem defino-
vané formalní struktury, kterou je potřeba dodržet. Třídy mohou omezit ke svým
proměnným zvnějšku.
Třída je jakýsi obal, která definuje své proměnné (vlastnosti) a funkce (me-
tody). Pokud definovanou třídu spustíme, vytváříme tzv. objekt nebo instanci
třídy, kterých může být neomezený počet a jsou na sobě nezávislé.
4.4.2 Vlastnosti třídy
∙ prostor – Udržuje informaci, zda se jedná o výpočet 2D nebo 3D
∙ rozmery – Dvou nebo trojrozměrný vektor obsahující rozměry testovaného
vzorku
∙ pravidelnost – Obsahuje zadanou pravidelnost buňky v rozsahu ⟨0; 1⟩
∙ velikost_bunky – Zvolená velikost buňky (vepsaná kružnice nebo vepsaná
sféra)
∙ jadra – Matice udržující souřadnice bodů pro diagram
∙ keypointy – Souřadnice vrcholů hran Voroného diagramu
∙ spojnice – Obsahuje páry indexů na keypointy, které mají být propojeny
∙ zatizeni – velikost zatěžující síly
∙ polomer – poloměr průřezu nosníku
∙ modul_pruznosti – Youngův modul pružnosti
∙ poissonuv_pomer – Poissovův poměr
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4.4.3 Metody třídy
∙ GeneratorStruktury – Konstruktor třídy, přijímá vstupní parametry pravi-
delnost, rozměry testovacího vzorku a velikost buňky a vrací vzniklý objekt.
Jeho úkolem je rozlišit, o jaký typ úlohy se jedná a zavolat potřebné metody.
∙ Zatizit – Nastavení průřezu nosníků, modulu pružnosti, Poissonova poměru
a zatěžující síly
∙ GenerovatJadra – Pomocná funkce která zavolá generátory bodů pro odpo-
vídající pravidelnost.
∙ PravidelnaStruktura – V případě 2D struktury tvoří body, z nich vznikne
Voroného diagram šestiúhelníkové struktury. Pro 3D bude vytvářet periodic-
kou BCC mřížku.
∙ NahodnaStruktura – Rozmisťuje body náhodně do prostoru nebo do roviny,
přičemž respektuje minimální vzálenost mezi body.
∙ MinimalniVzdalenost – Pomocná funkce, která vrací vzdálenost mezi jádry
pravidelné struktury vynásobené pravidelností.
∙ Rozmisteni – Rozmístí body z jejich původní polohy s ohledem na pravidel-
nost.
∙ OvereniVzdalenosti – Oveří, jestli v okolí kandidátního bodu již neexistuje
příliš blížký bod.
∙ VygenerovatAnsysKod – Metoda, která převede informace o keypointech
a jejich spojnicích do formátu jazyka APDL
∙ OdeslatVoro – Zajišťuje komunikaci s knihovnou Voro++
∙ ZpracovatVoro – Zpracuje výstupní soubor Voro++, rozparsuje21 keypointy
a vytvoří seznam spojnic
∙ NeleziNaHrane – Zjistí, zda bod neleží na hraně vzorku
4.5 Obsluha třídy
Pro použití třídy je potřeba jí zadat vstupní parametry (pravidelnost struktury,
rozměry vzorku a velikost buňky) a následně zavolat metodu Zatizit, které zadáme
informace o zatěžující síle a materiálu (velikost síly, průměr elementu, Youngův
modul a Poissonův poměr). Příkladem použití je následující kód:
pravidelnost = 75; % [%]
rozmery = [2 2 2]; % [mm]
velikost_bunky = 1; % [nn]
sila = -1; % [N]
prumer = 100e-3; % [mm]
modul_pruznosti = 35e3; % [MPa]
poissonuv_pomer = 0.25; % [-]
struktura = GeneratorStruktury(pravidelnost , rozmery ,
velikost_bunky);
Zatizit(struktura , sila , prumer , modul_pruznosti ,
poissonuv_pomer);
21Parsování je syntaktická analýza vstupního textu za účelem interpretace dat do použitelného
formátu
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4.6 Převod do Ansysu
Do Ansysu budou data přeneseny pomocí textového souboru, který v něm bude
načten pomocí nabídky “Read input from. . . ”
Ansys využívá k provedení činnosti příkazů, které mají přesně definovanou
strukturu. Objekt třídy GeneratorStruktury si udržuje informace o souřadnicích
keypointů a jim přiřazených indexech. Zároveň má informaci, který pár keypointů
má být propojen úsečkou. Zápis probíhá párem dvou cyklů.
% Vrcholy
for i=1: length(O.keypointy)





fprintf(soubor , ’\tL ,%d,%d\r\n’, O.spojnice(i,1),
O.spojnice(i,2));
end
Příkazy jsou strukturovány tak, že na prvním místě je jeho název a poté jsou
čárkami oddělené jeho parametry.
∙ Keypoint — K,NPT,X,Y,Z
– NTP . . . index
– X,Y,Z . . . souřadnice
∙ Úsečka — L,P1,P2,NDIV,SPACE,XV1,YV1,ZV1,XV2,YV2,ZV2
– P1 . . . index keypointu tvořící začátek úsečky
– P2 . . . index keypointu tvořící konec
– ostatní parametry nejsou zadány, nebou jsou zadány později
4.6.1 Automatizace výpočtu
Kromě definic keypointů a úseček se do textového souboru zanesl kód automati-
zující zapsání okrajových podmínek, aplikování zatížení a provedení výpočtu. Pro
popis nosníků je použit kvadratický 3D prvek Beam189, kterému se předepsal
kruhový průřez. Při síťování byly všechny úsečky děleny na dva prvky, což by







MP ,EX ,1, modulpruznosti
MP ,PRXY ,1, poissonuvpomer
!nastaveni prurezu prutu
SECTYPE ,1,BEAM ,CSOLID ,,0
SECDATA ,prumerprutu /2,20,3
!prirazeni vlastnosti useckam a vysitovani
LATT ,1,,1,,,,1
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LESIZE ,ALL ,,,deleniprutu ,,1
LMESH ,ALL
/ESHAPE ,1
!smazani keypointu nepripojenych k nejake usecce
ALLSEL ,ALL
KSLL ,S $ KSEL ,INVE $ KDELE ,ALL
ALLSEL ,ALL
!omezeni posunu v rovinach u pocatku souradnecho systemu
NSEL ,S,LOC ,X,0 $ D,ALL ,UX ,0
NSEL ,S,LOC ,Y,0 $ D,ALL ,UY ,0
NSEL ,S,LOC ,Z,0 $ D,ALL ,UZ ,0
!nastaveni couplingu v protilehlých rovinach
NSEL ,S,LOC ,X,rozmerX $ CP ,1,UX ,ALL
NSEL ,S,LOC ,Y,rozmerY $ CP ,2,UY ,ALL
NSEL ,S,LOC ,Z,rozmerZ $ CP ,3,UZ ,ALL
Pro výpočet modulu pružnosti je potřeba znát velikost plochy na které je přede-
psané silové zatížení.
!zatizeni silou v ose Y do jedineho uzlu




*GET ,minUzelX ,NODE ,0,MNLOC ,X $ *GET ,minUzelZ ,NODE ,0,
MNLOC ,Z
*GET ,maxUzelX ,NODE ,0,MXLOC ,X $ *GET ,maxUzelZ ,NODE ,0,
MXLOC ,Z
plocha = (maxUzelX -minUzelX)*(maxUzelZ -minUzelZ)
ALLSEL ,ALL







Zjistí se posuvy ve směru jednotlivých os a z nich se určí poměrné přetvoření




*GET ,uzelX ,NODE ,0,NUM ,MIN
*GET ,posuvX ,NODE ,uzelX ,U,X
NSEL ,S,LOC ,Y,rozmerY
*GET ,uzelY ,NODE ,0,NUM ,MIN
*GET ,posuvY ,NODE ,uzelY ,U,Y
NSEL ,S,LOC ,Z,rozmerZ
*GET ,uzelZ ,NODE ,0,NUM ,MIN








!modul pruznosti v ose Y




Nakonec se vykreslí graf posunutí ve směru osy y pro zachycení do obrázku.
!zobrazit posuv y
PLNSOL ,U,Y
5 MKP analýza odezvy struktury na vnější me-
chanické zatížení
Při analýze byl používán software Ansys APDL, verze 16.2 se studentskou licencí.
5.1 Vlastnosti materiálu, vazby a zatížení
Velikost buňky je reprezentována velikostí průměru vepsané koule do Kelvinovy
buňky. Její velikost byla zvolena 1mm. Aby objem keramického materiálu tvořil
zhruba 10% objemu, musí mít trámečky průměr přibližně 100𝜇m, který zůstává
konstantní pro všechny varianty velikostí.
Materiálové charakteristiky jsou zvoleny tak, aby odpovídaly materiálu Bioglass R○.
Modul pružnosti v tahu je 𝐸 = 35 000MPa
Obrázek 18: Okrajové podmínky pro vzorek
Vzorek byl zatížen jednotkovou tlakovou silou (znázorněna zeleně). Na červeně
označených plochách je zamezení posunu u𝑖 = 0 (index 𝑖 odpovídá ose, ve které je
posuv zamezen). Na modře označených plochách je uzlům nastaven tzv. coupling
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CP𝑖 (jedná se o předpis stejně velikého posunu všem zvoleným uzlům). A, B a C
jsou rozměry vzorku.
Byly provedeny simulace 4 různých velikostí vzorků s délkami hran 2, 3, 4 a 6mm.
U nepravidelných struktur se zkoušely pro každou velikost a míru pravidelnosti cel-
kem 3 varianty vzorků, aby se zahrnul vliv nahodilosti v rozmezí 100%–70%. Větší
velikost struktury než 6mm se nebylo možné se studentskou licencí analyzovat,
neboť má limit 32 000 uzlů.
Obrázek 19: Závislost počtu uzlů na počtu buněk na hraně
5.2 Zjištěné mechanické vlastnosti
U modelů byly vyhodnocovány dvě charakteristiky: Youngův modul pružnosti (ro-












𝐴 · 𝐶 (12)
V této rovnici je 𝐸𝑦 Youngův modul pružnosti [MPa], 𝜎 je napětí [MPa], 𝐹
je zatěžující síla [N], 𝑆 je velikost zatěžované plochy [mm2], 𝑢𝑦,𝑚𝑎𝑥 největší posun
v ose y [mm], A, B a C jsou rozměry [mm].
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Tabulka 1: Youngův modul pružnosti E𝑦 [MPa]
Rozměr Var. Pravidelnost
vzorku 100% 95% 90% 85% 80% 75% 70%
1 133,7 119,0 121,4 124,7 128,5 137,7 138,6
6×6×6 2 112,0 121,8 116,7 123,6 133,3 131,5
3 117,4 117,7 119,0 121,3 134,5 129,7
1 150,1 112,1 124,0 119,1 142,4 148,6 125,0
4×4×4 2 115,6 140,6 128,3 117,7 115,1 135,0
3 132,5 134,7 121,5 122,6 144,1 146,9
1 165,8 119,8 98,0 130,1 112,8 158,4 190,8
3×3×3 2 127,0 110,2 138,0 140,3 115,7 150,3
3 127,1 118,9 156,3 112,6 150,6 129,7
1 199,4 182,1 236,0 121,6 288,3 85,4 224,3
2×2×2 2 213,9 120,3 126,6 94,5 190,2 210,8
3 69,4 114,3 146,5 112,6 128,8 148,2
Obrázek 20: Závislost Youngova modulu na počtu buněk


























Význam členů v rovnici je následující: 𝜀𝑥 je poměrné přetvoření v ose x [-], 𝜀𝑦
je poměrné přetvoření v ose y [-], 𝑢𝑥,𝑚𝑎𝑥 je maximální posuv v ose x [mm], 𝑢𝑦,𝑚𝑎𝑥
je maximální posuv v ose y, A a B jsou rozměry vzorku [mm].
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Tabulka 2: Poissonův poměr 𝜇𝑥𝑦 [-]
Rozměr Var. Pravidelnost
vzorku 100% 95% 90% 85% 80% 75% 70%
1 0,438 0,386 0,370 0,428 0,385 0,371 0,406
6×6×6 2 0,400 0,376 0,403 0,419 0,406 0,398
3 0,413 0,397 0,393 0,421 0,423 0,418
1 0,439 0,370 0,404 0,448 0,397 0,425 0,454
4×4×4 2 0,349 0,372 0,422 0,386 0,394 0,365
3 0,323 0,361 0,400 0,364 0,394 0,362
1 0,441 0,394 0,440 0,428 0,337 0,374 0,393
3×3×3 2 0,335 0,329 0,351 0,373 0,403 0,394
3 0,298 0,428 0,392 0,371 0,300 0,493
1 0,445 0,234 0,207 0,286 0,298 0,575 0,298
2×2×2 2 0,269 0,283 0,384 0,212 0,355 0,273
3 0,337 0,199 0,312 0,371 0,326 0,314
Obrázek 21: Závislost Poissonova poměru na počtu buněk


















Na následujících obrázcích je pohled na zatíženou strukturu v rovině XY s ba-








Obrázek 23: Pohled na zatíženou strukturu ve 3D a) 100% b) 90% c) 80% d) 70%
pravidelnost
Z výsledků obou veličin je patrné, že u velmi malých struktur dochází k velkému
rozptylu zjištěných mechanických charakteristik pěny, což je způsobeno hlavně pro-
blémem s ukončením modelu na jeho hranici, které není jednoznačně definováno.
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Způsobem jak odstranit tento problém by mohl být celkový ořez modelu okolo
všech stěn, tak aby byla vybrána pouze vnitřní část náhodně definované struk-
tury, kde již okrajové efekty navrženého algoritmu přítomny nejsou. Došlo by sice
k tomu, že na hranicích modelu budou neukončené a s ničím nespojené konce nos-
níkových prvků, nicméně toto je plně v korespondenci i s realitou, kde při vyříznutí
určitého vzorku z kusu pěnového materiálu budou na hranicích trámečky neukon-
čené. Z tohoto důvodu pro další MKP analýzy doporučuji vygenerovat model ve
všech směrech o cca 2 buňky větší a následně model podél všech stěn v ANSYSU
oříznout pomocí rovinných ploch (o cca 1 buňku z každé strany) a tím vznikne již
správná finální struktura bez okrajových efektů (generovaných navrženým algorit-
mem). Ze získaných výsledků je také patrné, že čím je model větší, tím je i vliv
nepravidelnosti na zjištěné mechanické vlastnosti pěny menší a blíží se hodnotám
zjištěných (pro stejné parametry pěny) na pravidelné struktuře. U odezvy pěny tak
v tomto případě hraje roli především objemový podíl materiálu (elementů) v cel-
kovém objemu modelu zato vliv náhodného uspořádání buněk se již významně




Tato práce se zabývala nahrazením reálné (nepravidelné) pěnové struktury po-
mocí zjednodušeného modelu založeného na nosníkových prvcích, což značně sni-
žuje hardwarové nároky při výpočetních simulacích. Nosníkovým modelem lze totiž
efektivně nahradit realistické 3D modely vytvořené na základě CT scanů reálné
struktury a vysíťované velkým množstvím malých objemových elementů. Realis-
tické 3D modely jsou tak omezeny pouze na malé studované objemy pěn, kdežto
pomocí nosníkových modelů lze modelovat objemy daleko větší (díky značně men-
šímu počtu použitých elementů). Jelikož má reálná pěnová struktura nepravidelný
charakter (její buňky nejsou pravidelného tvaru) bylo třeba tento fakt zohlednit
i při vytváření nosníkového modelu, což bylo hlavní náplní této práce.
V práci byla provedena rešeršerůzných způsobů dělení prostoru a pro účely
splnění definovaných cílů byla vybrána Voroného teselace (diagram). Tento klí-
čový nástroj pro sestrojení nepravidelné struktury pěny, je schopen respektovati
reálné(mnohostěnné) tvary buněk a byl podrobně popsán a definován ve třetí ka-
pitole.
Po zvážení výhod a nevýhod různých způsobů vytváření Voroného diagramů
byla vybrána vhodná knihovna, na jejímž základě byl naprogramován kód, který
vytváří dělení jak 2D, tak i 3D prostoru na geometrické tvary resp. tělesa a zajišťuje
jejich přenos ve formátu jazyka APDL do MKP systému Ansys. Tyto geometrické
tvary jsou při 100% pravidelné struktuře pravidelné šestiúhelníky ve 2D prostoru,
resp. Kelvinovy buňky ve 3D prostoru. V rozmezí 100% až 70% pravidelnosti
struktury se využívá metoda “vychýlení bodů pravidelné struktury”, neboť druhá
metoda “umisťování bodů s minimálními rozestupy” (používaná do 70% pravidel-
nosti) má velmi dlouhou, exponenciálně rostoucí, dobu výpočtu v oblasti vysoké
pravidelnosti. Vytvořený program je schopen simulovat určitou míru nepravidel-
nosti pěnové struktury, umožňuje volit výchozí velikost buňky a velikost cílového
modelu ve všech třech směrech. Umožňuje rovněž volit charakteristiky použitých
prvků a materiálů tak, aby jeho výstupem bylo již přímo spustitelné makro pro
MKP systém ANSYS.
V systému Ansys bylo dále analyzováno 52 různých vzorků struktur, jak pravi-
delného, tak i nepravidelného charakteru (u kterých navíc existovalo více variant
pro jednu kombinaci velikosti a pravidelnosti). Výsledky ukázaly, že v oblasti velmi
malých počtů buněk, na hranu modelu je odezva keramické pěny na mechanické
zatížení zatížena velkým rozptylem (zejména co se týká analyzovaného E-modulu
pěny a Poissonova poměru), ovšem s rostoucím počtem buněk, dochází ke snižování
rozptylu uvedených charakteristik a hodnoty těchto homogenizovaných parametrů
se limitně blíží těm zjištěných na plně pravidelném nosníkovém modelu. Z těchto
poznatků plyne, že je-li cílem studovat odezvu pěny na mechanické zatížení, tak
v případě menších modelů hraje uvážení nepravidelnosti struktury klíčovou roli
pro správné posouzení jejích mechanických charakteristik. Všechny definované cíle
práce byly beze zbytku naplněny a vytvořený zdrojový kód je připraven pro auto-
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